CONTRAINTES

1 Tenseur des contraintes

1.1 Hypotheses de base

Nous considérons un solide €2 en cours de déformation, nous isolons une partie
4 de ce solide, et nous analysons les efforts agissant sur cette partie (figure
1). Nous sommes donc en configuration eulérienne.

FiGc. 1 — Hypotheses de base pour la définition des contraintes

Du fait de la déformation, le changement de position relative des points
matériels fait qu’ils ne sont plus dans leur état d’équilibre primitif (i.e. avant
déformation). Il en résulte 'apparition de forces qui tendent a faire revenir
le corps dans son état d’équilibre. En particulier, les forces agissant sur la
partie isolée €24 sont:

— celles présentes dans €24, dues au changement de position relative des
points matériels



— celles exercées sur 24 par le reste du volume, et qui ont provoqué le

changement de position relative des points matériels (i.e. la déformation)
de Q A

Les efforts présents dans 24 sont représentées par une densité volumique
ﬁ, illustrant les forces et les moments nécessaires pour changer localement
les positions relatives des points matériels. Les efforts exercés par le reste
du volume pourraient également étre représentés par une densité volumique
sur 2 — Q4. Mais 'hypothese fondamentale de la mécanique des milieux
continus est que le rayon d’action de ces efforts est suffisamment faible (de
l'ordre des distances intermoléculaires) devant notre échelle d’observation
(macroscopique) pour que 'on puisse se limiter & leur seule action tres proche
de la frontiere de €24. Il s’en suit que ces efforts sont représentés localement
par une densité surfacique de forces t et une densité surfacique de moments
<.

L’hypothese fondamentale que nous venons d’énoncer conditionne 1’échelle
d’observation que ’on doit adopter en mécanique des milieux continus. Cette
échelle est dite "macroscopique”. Un volume élémentaire du solide devra donc
contenir suffisamment de matiere pour que cette hypothese soit valable. Par
exemple, dans le cas des matériaux cristallins, ce volume devra étre largement
supérieur au volume d’une maille élémentaire.

Une deuxieme hypothese en mécanique des milieux continus est que la den-
. . — . N .
sité surfacique de moments ¢ agissant sur la frontiere de {24 est uniquement
s . s . s = - — .
celle générée par la densité surfacique de forces ¢, soit ¢ = t A 2. Ceci
signifie que, localement, la structure du matériau ne transmet que des forces
d’interaction (par exemple les forces de van der Waals), mais pas de couples.
Cette hypothese fournit le cadre de la mécanique des milieux continus ”clas-
siques”. Toutefois, il convient de noter ici qu’il existe une théorie des milieux
continus dits de ”Cosserat”, ou cette hypothese n’est pas réalisée. Nous nous
limiterons dans ce document aux milieux ”classiques”.

1.2 Théoréme de ’action et de la réaction

Nous pouvons maintenant utiliser le théoreme de I'action et de la réaction
sur la partie 24 du solide €2

— les résultantes des forces agissant sur {24 se neutralisent :



Hdv = / tds (1)
004

— les résultantes des moments agissant sur {24 se neutralisent :

/QA (7 A T)dv = / (T A T)ds @)

Qa

Pour respecter la premiere condition, le théoreme de la divergence nous
conduit a définir un tenseur o tel que:

- =

- —
H =div(o) et o.m =t (3)

oll 7 est la normale unitaire sortant de la frontiere de Q4. Le tenseur ¢ ainsi
défini est appelé tenseur des contraintes de Cauchy, tandis que le vecteur T
est le vecteur contrainte. Ces deux quantités sont homogenes a une densité
surfacique de forces, c’est-a-dire a une pression.

Dans la seconde condition, I’application du théoreme de la divergence et de
la définition du vecteur contrainte et du tenseur des contraintes nous conduit
a ’expression suivante du premier membre :

/QA (ﬁA?)dv:/ (?/\?)ds—/m (¢ — o)dv (4)

00 a

Le respect de la seconde condition implique la symétrie du tenseur des
contraintes de Cauchy (¢ = ¢'), qui ne possede donc que six composantes
indépendantes.

1.3 Signification physique du vecteur contrainte

Isolons maintenant une partie de la frontiere de €24 sur la figure 1. Sur chaque
élément de surface d's’, de normale unitaire 7, au point P, un élément de
force d? s’exerce (figure 2). Cet élément de force rend compte des efforts
locaux permettant de respecter la continuité du matériau (forces de cohésion).

Le vecteur contrainte ¢ (forces de cohésion par unité de surface) au point
P est alors défini par:



ds=nds

&

+(P) = lim af (5)

Un vecteur contrainte n’est donc pas forcément porté par la normale 7 &
la surface sur laquelle il s’applique. Nous verrons plus loin que le vecteur
contrainte sert aussi a schématiser les sollicitations extérieures appliquées a
un solide. Par exemple, il est possible d’appliquer une pression normale ou
tangentielle sur une surface. Une pression normale est décrite par un vecteur
contrainte porté par la normale a la surface. Une pression tangentielle est
décrite par un vecteur contrainte tangent a la surface. L’unité des compo-
santes du vecteur contrainte est donc la méme que celle d’une pression (force
par unité de surface).

1.4 Les autres tenseurs de contraintes

Nous avons vu que le tenseur des contraintes de Cauchy est I'application
.o, . . . — —\ N . —
linéaire qui relie le vecteur contrainte ¢ (P,7’) & la normale unitaire n" de
’élément de surface d's situé au point P, soit :

(PR =0o(P). W (6)

Ce tenseur est fonction du point P en lequel on se place, mais pas de la
facette élémentaire considérée en ce point (normale 7). Il est important de
ne pas confondre le vecteur contrainte t et le tenseur des contraintes o, bien
que leurs composantes aient la méme unité (homogene a une pression).

En notant d's = mds, les équations 5 et 6 donnent pour le tenseur des
contraintes de Cauchy (nous ne mentionnons pas ici le passage a la limite
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pour simplifier les notations) :

d? =0.ds (7)

Dans la suite de ce document, nous utiliserons le tenseur des contraintes de
Cauchy, symétrique, pour lequel toutes les grandeurs sont exprimées dans la
configuration courante C(t). Il est toutefois important de connaitre d’autres
tenseurs des contraintes, qui sont parfois utilisés en mécanique. D’apres les
relations de transport des vecteurs et des surfaces élémentaires, on voit en
effet que le choix de la configuration du solide dans laquelle seront représentés
I’élément de force d? d’une part, et 'élément de surface d’s* de normale 7
d’autre part, influera sur le type de contrainte utilisée.

1.4.1 Tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

— N . — —
En transportant d f et d's” dans Cy (avec les notations d f ; et d.S), et en

utilisant les équations de transport d’un vecteur (pour le transport de d?)
et d'une surface (pour le transport de d’s’), nous obtenons un tenseur des
contraintes II défini dans Cjy. Ce tenseur des contraintes est appelé tenseur
de Piola-Kirchhoff. Il est lagrangien et symétrique:

— —
dfo=I.dS avec Il = JF '.o.(F 1) (8)

1.4.2 Tenseur des contraintes de Piola-Lagrange
En ne transportant maintenant que 1’élément de surface (et non 1’élément
de force), on obtient un nouveau tenseur de contraintes B appelé tenseur

de Piola-Lagrange (ou de Boussinesq), dans lequel les éléments de force sont
représentés dans C(t) et les éléments de surface dans Cj :

df =B.dS avec B = Jo.(F~')! 9)

Ce tenseur n’est ni lagrangien, ni eulérien. Il n’est pas forcément symétrique.



2 Signification physique des contraintes

2.1 Contraintes normale et tangentielle

Le tenseur des contraintes permet de définir une contrainte normale o, et
une contrainte tangentielle o, s’exercant sur une facette (figure 3).

Fia. 3 — Contraintes normale et tangentielle

La contrainte normale o, est la projection du vecteur contrainte sur la nor-
male a cette facette. Elle s’exprime sous la forme:

on(M7) = ¢ (M,7).7 (10)

La contrainte tangentielle o; s’exercant sur une facette est la projection du
vecteur contrainte sur cette facette, c’est-a-dire sur le plan de normale 7. Elle
peut également étre définie comme le complément de la contrainte normale
(portée par ') dans le vecteur contrainte. En notant ? le vecteur unitaire
du plan de normale 7’ portant la contrainte tangentielle, on peut écrire:

(11)

Les contraintes normale et tangentielle sont d’'une grande importance en
mécanique des milieux continus. Elles permettent en particulier de définir
les conditions aux limites en pression (contrainte normale sur une face), les
conditions d’interface (lois de frottement reliant les contraintes normale et
tangentielle), ...



2.2 Conditions aux limites en pression

D’une facon générale, des conditions de pression peuvent étre appliquées a
la frontiere d’un solide (zone de chargement, face libre, ...). Ces conditions
sont alors dites "aux limites”. Elles se traduisent par des relations du type:

oW =T (12)

_)
ou T est un vecteur contrainte représentant les pressions imposées sur la
. . — , .
surface de normale unitaire 7. Comme dans le cas des déplacements, il se
ﬁ
peut que l'on ne connaisse que certaines composantes du vecteur 7'. La
condition porte alors sur ces composantes connues, et pas sur les autres.
Dans ce document, pour simplifier, nous utiliserons la notation vectorielle
H
qui suppose que le vecteur T est entierement connu.

2.3 Contraintes dans un repere orthonormé

Considérons maintenant un cube dont les arétes sont portées par les vecteurs
de référence d'un systeme de coordonnées orthonormé (figure 4). Il est alors
possible de donner une signification plus ”physique” aux différentes compo-
santes du tenseur des contraintes.
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FiG. 4 — Contraintes s’appliquant sur les facettes d'un cube

En effet, 0., représente la contrainte normale appliquée au solide dans la
. . — . .
direction 7", tandis que o, et o,, sont les composantes de la contrainte
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tangentielle agissant sur cette méme facette. D’une facon plus générale, on
voit donc que les composantes 0,,, oy, €t 0., sont des contraintes normales
tandis que les autres sont des contraintes tangentielles, lorsque 'on raisonne
par rapport aux facettes orthogonales aux vecteurs de référence. Par contre,
si on considere une facette quelconque de normale unitaire 7 quelconque
(Iextrémité de 7 peut étre située partout sur la sphére unité), alors les
contraintes normale et tangentielle sont obtenues par les équations 10 et 11.
Il sera donc toujours important de savoir par rapport a quel repere on écrit
les composantes du tenseur des contraintes.

3 Equations d’équilibre

3.1 Description globale

Nous considérons un solide de volume €2, en équilibre sous 'action de pres-
ﬁ
sions extérieures T appliquées sur une partie 02y de la surface extérieure
—
0N et de déplacements U ; imposés sur 0y (figure 5). Isolons une partie
ﬁ

24 du domaine 2, soumise a des forces volumiques f ,, a des forces d’inertie

P, mais a aucune distribution de couple. Les forces exercées par le solide
. . ’ . - — N

environnant 2 — {4 sont représentées par le vecteur contrainte t (M, '), ou

— s . N I .

n est la normale extérieure a la surface frontiere 0€24 de Q24 au point M.

F1G. 5 — Description de 1’équilibre d'une structure



3.2 Equilibre des forces

—

7 1 s . — . s .
L’équilibre des forces extérieures (> F .,y = m7™ ) du domaine Q4 s’écrit en
égalant la somme des forces extérieures agissant sur Q4 (la densité volumique

=
f » et la densité surfacique 7) a la variation de quantité de mouvement de
cette partie du solide :

£ (M)dv + / T, 7)ds = & ( / pmv) - / pTdv (13)
Qa 004 dt Qg Qa

La transformation de Green-Ostrogradsky, ou théoreme de la divergence,
appliquée au vecteur contrainte dans 1’équation précédente donne:

/BQA T (M,T)ds = /aQA a(M). 7 ds = /QA div(o(M))dv (14)

En reportant cette équation dans I’équation globale précédente, on obtient
I'intégrale volumique suivante, qui doit étre nulle dans tout domaine €24 :

/Q (@(0) + Fo— pT)dv =0 (15)

Il s’en suit que la quantité intégrée doit étre nulle dans le domaine §2, ce qui
fournit I’équation locale de la dynamique:

VM € Qdiv(o) + [, =p7 (16)

3.3 Equilibre des moments

L’équilibre des moments agtour des axes passant par un point M, du domaine
Q4 de la figure 5 (> M( Fepi//My) = 0) s’écrit :

MoMA T (M)dv+ | MoMAT(MR)ds = | MoMAp7dv (17)
Q4 004 Qg



En appliquant le théoreme de la divergence sur 'intégrale de surface de cette
équation, on obtient a nouveau une intégrale volumique globale sur le do-
maine {24, qui doit s’annuler pour tout domaine €24 :

—_ = — — N 023 — 032 N
/ MOM/\(div(g)—i— fv—p’y)—i— 031 — 013 dv= 0 (18)
24 012 — 021

La quantité intégrée doit donc étre nulle dans le domaine 2. En tenant
compte de I'équation locale de la dynamique, cette condition d’équilibre des
moments conduit a nouveau a la symétrie du tenseur des contraintes, qui
ne possede donc que six composantes indépendantes (comme le tenseur des
déformations).

4 Utilisation du tenseur des contraintes

4.1 Contraintes principales

Le tenseur des contraintes de Cauchy est symétrique. Il est donc diagonali-
sable dans un repere orthonormé. Dans ce repere, dit principal, les trois va-
leurs propres du tenseur des contraintes sont souvent notées oy, orr et oryy.
Ce sont les contraintes principales du tenseur ¢. Dans le repere principal, le
tenseur des contraintes s’écrit donc:

g = 0 Or1 0 (19)
0 0 omur

Il est constitué de trois contraintes normales appliquées sur les facettes or-
thogonales aux directions du repere principal.

4.2 Contrainte moyenne et déviateur

Il est courant de décomposer le tenseur des contraintes de Cauchy en une
partie dite sphérique et une partie dite déviatorique sous la forme:
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1
o=2S8+4+o0,l avec 0,,, = gt'r(g) (20)

ou [ est le tenseur identité. o, est appelée contrainte moyenne et S le tenseur
déviateur des contraintes. On peut remarquer que le tenseur déviateur des

H
contraintes S est symétrique et de trace nulle.

4.3 Contraintes équivalentes

Il est tres intéressant, en résistance des matériaux, de comparer les contraintes
obtenues sur une structure (apres mesures ou par le calcul) aux caractéristiques
du ou des matériaux qui la constituent. Pour cela, il est commode d’utiliser
des scalaires représentatifs du tenseur des contraintes, qui sont indépendants
du repere dans lequel on travaille. Comme tout tenseur euclidien de dimen-
sion 2 dans un espace de dimension 3, le tenseur déviateur des contraintes
de Cauchy possede trois invariants souvent notés J;, Jo et J3 qui sont:

Jl = t’l"(ﬁ) =0
Jo = 4r(5.5) (21)

Dans le cas du tenseur des contraintes (et non du déviateur), ces invariants
sont notés I, I, et I5:

Il = tr(g)
I = 5tr(c.0) (22)
I3 = %tr(g.g.g)

Un scalaire représentatif du tenseur des contraintes, et indépendant du repere,
est appelé contrainte équivalente. Il est souvent noté &. Il sert a comparer les
contraintes dans la structure étudiée aux caractéristiques du matériau (par
exemple sa limite d’élasticité). Les deux contraintes équivalentes les plus uti-
lisées sont celles de von Mises et de Tresca.

4.3.1 La contrainte équivalente de von Mises

La contrainte équivalente de von Mises est fonction uniquement du second
invariant du déviateur des contraintes:
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7 =1/3/ (23)

Dans un repere orthonormé, elle s’écrit directement en fonction des compo-
santes du déviateur ou du tenseur des contraintes sous la forme:

_ /3 3 1
g = 5 %:SUS]Z = \/§ %:aijaji — 5(%: O'kk)z (24)

4.3.2 La contrainte équivalente de Tresca

La contrainte équivalente de Tresca est définie en fonction des contraintes
principales sous la forme :

o = Sup(|lor — orl,lorr — orl,|or — o1l) (25)

Elle présente I'inconvénient de ne pas pouvoir s’écrire simplement en fonction
des composantes du tenseur des contraintes. Pour I'obtenir, il faut diagonali-
ser ce tenseur. Dans un programme numérique, son estimation est donc plus
couteuse que celle de la contrainte équivalente de von Mises.
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