TD 1 : Déformations

K ercice .
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Figure 1 : disque soumis a glissement simple

Un disque plat est soumis a du glissement simple (Figure 1).

Calculer :
le tenseur gradient de la transformation

le tenseur des dilatations de Cauchy-Green

la dilatation selon les trois axes X, X,

I’angle entre les axes 1 et 2 apres transformation
le tenseur des déformations de Green-Lagrange
la déformation selon les trois axes

le tenseur petites déformations
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E ercice . Defor,q tion 4ni, 4 e
Un solide est déformé en déformation uni-axiale. selon Xj. :
ol t correspond au temps et B est une constante arbitraire.

Calculer :

le tenseur gradient de la transformation

le tenseur des dilatations de Cauchy-Green

la dilatation selon les trois axes X, X»

I’angle entre les axes 1 et 2 apres transformation
le tenseur des déformations de Green-Lagrange
la déformation selon les trois axes

le tenseur gradient des déplacements

le tenseur petites déformations

Définition de la transformation

description de la transformation

Tenseur gradient de la transformation
F(X,0) = grad[®(X,0] = grad[#(X,1)]
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Tenseur des dilatations de Gauchy-Green
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Dilatation dans la direction des trois axes
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angle entre deux directions
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déformation de Green-Lagrange
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déformation dans les trois axes
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Hypothese des petites perturbations

U:=[X;(1+Bt)=X, 0,0]
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o .coM ra N ES’

Mohr a montré la propriété intéressante suivante pour le tenseur des contraintes,

E ercice .

indépendante du comportement du matériau et des conditions aux limites. Considérons
I'état de contraintes au point x du volume V. Considérons un état plan de contraintes
(0,,=0,x=0,=0). Dans l'espace des contraintes de traction ¢ et des contraintes de
cisaillement T, I'état de contrainte au point x décrit un cercle si 'on considere toutes les

facettes possibles autour du point x.
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Démontrer que :
Si l'angle entre la facette considérée et 1'axe des x est o dans I'espace physique réelle,
I'état de contrainte sur cette facette sera représenté par le point faisant un angle 2a avec l'axe

des ¢ dans I'espace (G,T).
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E pri, er togtes es qa ntitesen fonction de o

cos{ a) cos{ a)
OCoqq=0] ——————— +toyp —+——m
sin{ @)
Taﬂ=(011‘01)
+ —_—
O = orton ., On-oi cos( a)
ortoi O~ 0]
Cou— —————— = — cos( a)
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Dans ’espace (0,T) c’est I’équation d’un cercle de
centre ({o;+op), 0) e de  rayon
lon—o0o1),

La contrainte de cisaillement maximale vaut
Tmaxz(cmax ‘Gmin)/ 2.



Exercice 2 :

a) Calculer la contrainte moyenne g,,, le déviateur des contraintes s=0—g,let la
contrainte de von Mises o en traction uniaxiale.

b) Calculer la contrainte moyenne ¢,,, le déviateur des contraintes s=0—g,let la
contrainte de von Miseso en traction biaxiale. Chercher la forme des courbes
0 = constante dans le plan des contraintes principales Gy et Gy.

c) Dans I’espace des contraintes principales 61, op.et oy chercher la forme de la surface

O =constante.
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Représentation de la surface de von Mises dans I’état des contraintes
principales.



‘ D3 . MA‘ ER A“‘X ELAsf Q“‘ES'

M, terk, & isotrope eq-stiqse ine ire

L’energie de defor , o tion d’an , o teri, 4 eq-stigze in, ire s’ecrit

W ot = —E€ijLijxiExi

oi € et L sont respecti e, ent e tensesr des deforq tions et e

tense, r des rigidites-

a ) Montrer qae ’energie de defor o tion eq-stigqae p r anite de
04, € W peatse , ettre soass o for, e syiq nte.

W ot = _(Sijeij + 3O'm8m)

0§ s et e sont respecti ¢, ent e de i tear des contx intes et e

tensesr de_i, tear des defor ,q tions G_ et € sont respecti ¢, ent
a contk inte , oyenne et o defor,q tion , oyenne

4 De.-ontrez es reqtions syiqntes entre es de i tears des
contk, intes et des defor ,q tions et entre o contg, inte ., oyenne et
a defor q tion , oyenne

Sij= Ge,-j

Om=3Ke,

0§ K=-

_E
3( - )

c) Ecrire e tensear da (aa trie; e ordre Ly poar an o terh a

est o co, pressiite cy Jqae

eq-stiqa e isotrope ine, ire oM e



d) De_-ontrez qae
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a) Démontrez W ,,; =— (s ijeij t 30'm8m)

L’energie eq-stigs e p r anite de _o 3 , e defor, e s’ecrit .

W =—0€i=—s5+0omd;) ej+emndi)
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ts e tsszests ses
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est o tk ce ds tensesr de_i, tear des contk intes Ce

ter, e est na ,en effet .
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L’energie eq-stiqa e s’ecrit fin, e, ent

W oot =—(sije+ 30 mem) (cqfd)



b) Démontrez que siji= Gejj € o,=3Key

E

3( - v)

1) O.mzkgkk K=
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c =G ¢ + V(8+8+833)=G£+ Em
| %4 3v
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o33= G g3+ (6 +& +e33)
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G 833+—V Em

3v 3v
o to to3=G6G ¢ te test——em = G+ 3&m
_ T _
( +v)
N N E +Vv 5
(o) O O335— E
. y (+v) -v "
30'm N———
G
. E
Om=3



2) si=0cij—omdij= Gejj
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c¢) Ecrire Ly, pour un matériau élastique linéaire isotrope

1% 3v

c =G ¢ + V(8+8+833)=G8+ Em
% 3v

c =G ¢ + V(8+€+833)=G8+ Em
3v

o33= G g35+ (e +& +e33) = G ex3+——en

c = Gg 0= Gg;s0 3= Ge;

14
oij= G €ij+—v(8k15kl5ij)

v
0ij= G endixdji+— V(8k15k15i1')

cij= G Sudjy+t—— (5k15y) Ekl

Liju= Gsym Sudj+—— (5k15y) Ekl

Oikdji+ il jk LV

Liju= G

> (5k15ij) Ekl



d) Démontrez que G= E/[2(1+V)].

Indication

On considere un disque en contraintes planes. 0;;=1 et 03,=-1.

1)

2)

3)

On calcul le tenseur des contraintes dans le repére { &, [z} par
rotation a partir de ’expression du tenseur des contraintes
dans le repere {x,y,z}). Le tenseur des déformations dans le
repére {a,fz} est obtenu par la loi de Hooke.

On calcul le tenseur des contraintes dans le repere {x,y,z} et le
tenseur des déformation par la loi de Hooke dans le méme
repére. Le tenseur de déformation dans le repere {a,fBz} est
obtenu par rotation.

On compare les deux expressions du tenseur des déformations

et on en déduit I’égalité a démontrer.



1) Rotation du tenseur des contraintes et
calcul des déformations dans le nouveau
repere

‘ enses r des contx, intes et tenseq r des defor , o tions d, ns esa, es {x,y.z}

g{x,y,z}=

For, a esdep, ss, ge
T 5 =gL ¢
Ooa~—€q g{x’y,z} €a O-ﬂﬁ_eﬁ g{x’yz} eﬂ

_ =T ~
Oap=e€a 9,1 €5

E pression des_ectesrs de o nos_e e g se en fonction da ns o g se initi, e

R S

Ca— eﬂ—

Rot, tion da tense,r contx, intes

Coan=0pp=

o= L L N
v

Lapa}= ~

G ca deg{aﬂz}"\’ prtirdeg{aﬂz}p‘rq oide oM e



Eof = 9ok _ _—Gdonc

G

Sapa}™ G 0

2) Calcul des déformations dans ’ancien
repere et rotation

G ea de L)

€ =2(o -vo )=p(+)

G ca g{a,ﬁ,z} P T rot, tion de g{x,y,z}

Eaa =
€BB=
7 (+v) - ( +v)
€ap=Ca — - €p=""J
( +9)
Sesst™ g O

3) Co_ p & ison des des, ¢ pressions de Eiap.2)

G E (V)]
c = Gg¢ 0-3:G83O'3=GS3



£,r€t £gg a partir de la Jonnaissance du champ u = y,¢,

et ogp a partir de la lojde Hooke

d’intégration A et C paljles conditions aux limites sur

la contrainte g gy a son|lexpression obtenue a partir de

b minces (e<<<R1).
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80 ation co, p ete
) Eque tion de N, _ier

G s genexy
Le point de depy rt est ’eqaa tion de N, _ier

Al +

grad div (i) +i =
-V G
Nous nous efforcons de faire un maximum de calculs formels
afin d’éviter les calculs en coordonnées cylindriques.

Simplification de I’équation de Navier pour des forces
de volumes nulles

Aii = grad div(ii) —rot rot (i)
Posr des forcesde _0 4 ,ena es.

(v

grad div (i) —rot ;E(ﬁ) =

Simplification de I’équation de Navier par les
conditions de symétrie

Le chy , p de depq ce, ent est pare, ent & di
Uu=y,e,

—_—

rot(ii)= sidl =y,é,«insi ’equq tion de N, _ier donne

(-v)
g
grad div (ﬁ) = —div ([i) =cons t nte

grad div(i@) = —div(i)=const nte



’ ° —
) So 4tion de div (i) = cons t, nte
E pression de div (i) en fonction des defor , o tions

_)=aux+auy+auz

div (ii) = trace (& W W

=ExtEytep=€ntegete

L.2.1. Calcul de g,.et gqgy par des considérations

géométriques




80 , tion de div (#) =cons t, nte

div(ﬁ)=%+%=c

80 4 tion de ’eqsa tion ho, ogene dur +Ur _

dr r
dur ur_ _ du __dr
dr r ur r
ur=A r
' d
S0 a tion p, rticy iere de ’eqaq tion Ur Br—¢
dr r
Cc
ur=_r
» . . dur Ur
So ation co, p ete de ’eqqa tion +—=c¢
dr r
A ¢
U,=—=+—r
r

(G ca des defor o tions et des contr, intes

(G ca des defor ,q tions

. _dur_ A ¢
rr dr -
u A C
gop="T="—+—
r r

(G ca des contk, intes

()]
on=G gp+—=
(-



3 Considex, tions des conditions q &
i, ites et @ ca des const ntes

S; rf, ce interne da ty e

A
orlRV= G ——4+—"—— =—p
R (-0
S;rf; ce ¢ terne da ta e
A
onrlR)= G ——+— " =
R (-7
A _ _p S A RRDP
R R G G(R -R )(R -R )
CR =—PR
(-2 G
A c




00 02 nNna nAa 08 1.0

~R-R ol ———
R

— 02

o0

— 04—

s
0.5

r— Ry
Ry— Ry

1.0

28 )
cop 9
maX(ggg) r
T8 0.2
0.7 + 4
0.
0.6 . ‘ L ‘ 1 | | | |
00 02 0na 0nA 08 1.0
I'—Rl
R— Rk

>
S0 | tion POar des
petites epy issea rs

T

6/ f t :
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‘ D~ ME‘ ODES ’ENERGE‘ Q"‘ES ’

Considérons une barre encastrée soumise a des sollicitations en cisaillement sur deux faces

(figure ci contre). On néglige la gravité et les forces de volume ]? sont nulles. On se propose

de déterminer le champ de déplacement dans la barre.

- ‘?y-F
e ; -
» e x
CE A

M

On considere un champ de déplacement dépendant de 3 parametres.

it(B) = (a1x+ a2x2+ a3x3)éx

Calculez les valeurs de a;, a, et a3 par application du principe des travaux virtuels des

déplacements.

T
5o e dv=" (0% i dsg|
Q Su




Solution

0%y = 7SS+ FouldQ
Q

So

- V) + v(sa)



(al +al +asl3) (6a )

~ 3
=E + ql +§a P’+=asl (6a)

3 9
+ al3+—al+:asl (Sas)

Le chargement imposé t

est indépendant du choix du champ de déplacment, ’intégrale de surface s’écrit donc

t:T5ﬁCAdSa=T (6a )x+(8a )x +(8as)x> dSo
So So

soit

3
£ 5i S g =7 (60 )"+ (8a )7+ (da)
So

le principe des travaux virtuels

conduit aux systeme d’équations suivant :

(a1 +a1 +as1®)(5a)

3
E + ql +ga P+=asl (6a)

5 3 9 <
+ al’+-al +—asl (Sas)
3
=7 (da )"+ (2 )+ (8as) -

Véa s6a Jas



Ce systeme doit étre satisfait pour toutes valeurs des variations des amplitudes Say,
Sar et Saz. Nous choisissons trois vecteurs particuliers [Saj,S8adaz]=[1,0,0],
[§a1,§a2,§a3]:[0,1,0] et [5a1,5a2,§a3]:[0,0,1] pour les variations des amplitudes. Ceci

conduit au systeme d’équations suivant pour les amplitudes a;.

[Sa s8a 0as]=[ > ]= al +al +asl’>=7I / E
[é'a 0a ,§a3]=[ ’ ]—> al + al’ 3+3a51 , =71° 3E
[561 0a ’603]=[ ’ 9 ]_> als+3al , +9a3l‘,‘=2'l , E

La solution du systeme précédent est immédiate et conduit a :

iz _z

E E

a Ka ﬂ3



TD6 : Elasticite
plane

Considérons une poutre console ayant une section droite rectangulaire étroite (dont
nous prendrons la largeur pour unité) qui est fléchie par une force P appliquée a son
extrémité libre (figure). Démontrez que les contraintes peuvent se mettre sous la forme
suivante :

P

i
i
I«
i
5
i
v

ou I est le moment d’inertie de la section droite et 2 est sa section.



Rappel

Equations d’élasticité plane
anx + aGXy — 0
ox ady 3 oxb Jxp 0%

& Oxx =75 0yy =5 Oxy ="
XX ayZ yy axz Xy axay

dOxy N doyy 0
ox dy

2 2 2® 2P 4P 4P 4o
a_2+a_2 82+82 =84+2 82 2+a4=
ox~ dy” o0x° dy ox ox“dy~ dy

Fonctions d’Airy polynomiales

Qy(X,y) =arx>+boxy + coy?

Oxx Oxy  2¢c2 -b2

O3, y) = asx >+ bax%y + C3XY2 + d3y3
Oxx Oxy  2¢3X+6d3y —2b3Xx—2c3y

Solution

Choisir pour la fonction d’Airy ’expression
3

dXxy
Plx,y)=b xy e

On obtient I’expression suivante pour les contraintes

d
O-xx=dxyo-yy= O-xy=_b +—y



Pour rendre les cotés longitudinaux libres de toute force on
doit avoir

d c
O'xy}y=+/_c =—p + =
P_ _ ¢ b y
. O'xy} y=_ b+ dy >p =
C
3 Pxy B 3P y
Oxx — — 3 O-yy_ O-xy____ -
C C C

Si Pon note que »3/3 est le moment d’inertie de la section

droite et que 2c est sa section W, on peut encore écrire les
Jormules précédentes sous la forme :

Pxy 3P y
O-xx=_—0-yy= O-xy=___ -

I Q C

W
cs"'u



