PLAQUE MULTICOUCHE
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Figure 1 : Géométrie de la plague composite

Le but de cet exercice est d’examiner la courbure d'une plaq
multicouche circulaire sous l'effet d'un changement de température.
plague est composée de deux couches homogénes : le dépbt et le su
qui ont successivement des épaisseyrst e;, des modules d'Young;
et E,, et des coefficients de Poissen et v,. La température initiale
est notéely. Comme la distribution des matériaux dans I'épaisseur n'e
pas symétrique, le simple changement de température va générer
courbure de la plague, et des contraintes thermomécaniques autoéquilit
a lintérieur des couches, méme en présence d’'un champ de tempéra
uniforme.

1. Rappeler les équations générales valides pourune plague compo
dans le cadre de la théorie de plague de Love-Kirchhoff. Commen
les différences présentes au niveau des équations d'équilibre et
comportement entre une plaque homogeéene et une plague composite. E
les équations de comportement pour la plaque composite qui prennen
compte la dilatation thermique.

La cinématique d’'une plaque de Love-Kirchhoff s’écrit :

up = U + B2x3

U = V — 91X3
uz =W
Les déformations s’expriment donc comme :

€11=U1+621X3

€22 =V —012%3
€33 = 0

ue
La
bstrat

28120 =U+022X3+V1—011%3
223 =—01+W>
2e31 =07 +W;

St |es équations d’équilibre de la plagque homogeéne et de la plaque composite

Ungstent les mémes :

rées
Ni11+Ni22=0
aiture

Ni21+Npo2=0

site,

ter
deDans les plaques de Kirchhoff-Love, on ne s’intéresse qu’aux composantes

crirkl, 22, 12 des tenseurs de contraintes et de déformations. Désormais pour

Mi111+M2220+2M12120+p=0

t ersimplifier I'écriture, on note :

€11 O11
€= €22 0= O22
2€12 O12




On introduit les notions de déformation transversale et rotation transvers
généralisées :

U1 021
y= Vo X= 012
Uo+V1 022—011
Il vient :
E=Y+XX3

La loi de Hooke s’écrit dans ce cas, en prenant en compte la déforma
thermique :
o=5"'e—€"

ouS est le tenseur de souplesse du matéri@our un matériau homogene
isotrope, ce tenseur s’écrit :

l/Ei —Vi/Ei 0

§| = —Vvi/E  1/E 0
0 0 1/G;
Ai + 21 Ai 0
St= A Ai+2n 0
0 0 I

Par définition, on obtient ainsi les équations de comportement de la plaq

N:/ng3zy/gldX'g,—l—l/ngngg—/:Sllgthdx'g,

M= /0x3dx3_y/S1x3dx3+x/§ X3dxg — /Sl eMxadxg

Sous forme matricielle, il vient :

< ) / S ldx / S et <

/S_1X3dX3 /S_l dX3

> /S—l tth3

/S_l thX3dX3

< 1<

sale N11 M11
N=1| N2 M= —Mx
N1 M1

2. Dans la suite, on considére que la couche de dépdt est trés mince par
rapport a celle de substrat. Cela conduit a supposer gu’il y a uniguement
un effort normal dans la couche de dep6t, et que le moment y est nul.
En écrivant I'équilibre des efforts pour une section droite de la plaque

tiommulticouche, déterminer I'effort normalS\et le moment fléchissant M

Si bien que :

dans la couche de substrat en fonction de I'effort normal N dans la couche
de dépo6t? On examine alors la couche de substrat seule. Ecrire I'équation
de comportement pour la couche de substrat, en déduisant la relation entre
N et la rotationy de la couche.
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Figure 1 : Schéma de calcul

Dans ce cas, la plaque redevient monocouche et homogéne. Leffet de
la température se résume a un effort normal dans la couche dont on néglige
I'épaisseur, qui transmet en fait un effort tangentiel & la partie restante de la
plague. L'équilibre dans chaque section du multicouche fournit :

€1

SM=MS—N= =0
2

SN=N°+N=0
Les efforts dans la couche de substrat sont alors :

€1
MS=N—=
2



NS = —N

L'équation de comportement pour la couche homogéne devient :

(hN/I>_ Ja /s;?x%dxs < >_</

0
Dans les conditions du probléeme de chargement biaxial, on a :

§:IT1§tth3

0

Y

X

)

NP =N3=-N  Np=0
Mi =M =M =N ME=0
Yi1=Y22=Y12=0
X11=X2=2X X12=0
Si bien que :
Mszglei/lz)i
12 121—V1 61—V1
X=3S5M=—F-—"M=-——N
X=gSM=gE " g E

En notantx = 1/R la courbure causée p#t, on retouve laformule de
Stoneyqui donne la relation entig et le rayon de courbure :

1 Ei€

N=—-__—-1
R6(1—v1)

Si la plaque a une courbure initiale, on a :

1

Ro

E,e2

)6(1—V1>

Remarques :
Dans ce cas, I'axe neutre de la plaque multicouche n’est pas au centr

3
la plaque. La position ou la contrainte est nulle se trouve dans la couche de
substrat, au A3 de la section vers la couche de dép6t :

NS  12MS(e;/2—x3)
=0
Eier Ei€}
26,
®=3

3. Retourner au probleme de la plaque bicouche. On observe que, sur
de grandes plaques, de diamétre 200 a 300 mm, la flexion s’effectue selon
une direction préférentielle. Cela conduit a reconsidérer les conditions aux
limites axisymétriques, et a utiliser a la place une hypothése de déformation
plane. La plaque est libre sur ses bords. On effectue un changement de
température degta T = Ty pour toute la structure. Déterminer les champs
des efforts et des déformations généralisés. Déterminer le rayon de la
coubure de la plaque.

Application numérique pour une plaque de 30 cm de diamétre,
qui consiste en un substrat en silicium et un dépbt de nickel
E;=112 GPa, =207 GPa,v1=0.25, v,=0.31, =200 pum, =50 nm,
a1 = 3.10"%/degreCa, = 13.10 %/degreC, §=300°C, T;=20°C.

Dans le cas de la déformation plane, les équations d'équilibre
deviennent :

N111=0 Mi1111=0

Avec les conditions limites de bords libres, il vierl{; = 0, M1; = 0, et
les équations de comportement s’écrivent :

( ) /Oel+ez
/eﬁez(z)\i +2u)aidxs

+€
(Ai + 21 )dxs (Ni + 215)x3dx3

N11
M11

Ui
021

)

—(T1—To)

= e1+e erte 5
/0 (Ai + 215)x3d X3 /0 (Ni + 21 )x5d %3
e+e
/O (2)\i + ZM)GiX3dX3

e de



On peut réécrire les équations de comportement sous la forme :

N11 Ui
Al 2 ) (m-To)B
<|V|11> <92,1> (T2 =To)

Les déformations généralisées sont calculées :

< U > :A_l< N >+A_1B(T1—To) =A'B(T1—To)
021 M11

Les constantes d& et B sont calculées comme suit :

€1+
/0 (Ni+2u)dxs = (A1 +2m)er + (A2 + 22 e

erte &2 Le)2 &
A (Ai + 2M5)x3dxs = (A1 + 2“1)51 + A2+ 2“2)(e1e22)1
erte e3 e+e)r-—¢6
/O (i + 24 XEdxs = (A1+2u1)§1 + (7\2+2H2)(3)1

€1+€
/0 (2Ni +21)aidxs = (2A1+ 24 ) 0161 + (2h2 + 2H2) 0262

er+e e%
/0 (2)\i +2M)GiX3dX3 = (2)\1—1-2“1)015

(e1+6)2—€

+ (20 2+ 2p) a2 >

Le rayon de courbure est calculé a partir de :

1
—:e
R 2,1

4. Peut on utiliser la formule de Stoney pour calculer I'effort normal
dans la couche de dép6t? Sinon, établir la formule dans ce cas.

La formule de Stoney a été établie en chargement biaxial, dans ce cas
de déformation plane, on ne peut pas utiliser cette formule. Dans ce cas on
a:

1
E

= EEMBQZ

- N
X=gE

Rl o

Donc la formule dans le cas de déformation plane :

11 Ee
“=RR



